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1 U s e fu l D e ¯ n it io n s

S in c e th e re a re se v e ra l w a y s to d e ¯ n e F o u rie r a n d in v e rse F o u rie r tra n sfo rm s, th e fo rm s u se d
in th is p a p e r a re liste d h e re . A d d itio n a lly th e d e ¯ n itio n s o f th e sin c fu n c tio n a lo n g w ith its
F o u rie r tra n sfo rm , th e re c t fu n c tio n a re liste d fo r c la rity . F in a lly a c o m m o n e x p re ssio n fo r
th e D ira c d e lta fu n c tio n is a lso in c lu d e d .

Z 1 ¡ i! tX (! ) = x (t)e d t (1 )
¡ 1Z 11 i! tx (t) = X (! )e d ! (2 )

2 ¼ ¡ 1
sin (¼ t)

sin c (t) = (3 )
¼ t8

>>> 1 ¡ ¼ < ! < ¼>><
1re c t(! ) = (4 )j! j = ¼
2>>>>>: 0 o th e rw ise
Z 11 ¡ j k t± (k ) = e d t (5 )

2 ¼ ¡ 1
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2 P r o o f

T h e b a sic p ro b le m ste m s fro m th e N y q u ist sa m p lin g th e o re m w h e re if a sig n a l is sa m p le d
m o re th a n tw ic e a s fa st a s its b a n d w id th , th e n th e sig n a l m a y b e p e rfe c tly re c o n stru c te d .
A p ro b le m o c c u rs w h e n a sig n a l is c ritic a lly sa m p le d so th a t th e b a n d w id th is e x a c tly o n e
h a lf o f th e sa m p lin g ra te . A sim p le e x a m p le o c c u rs w h e n a sin u so id is sa m p le d th is w a y . It
tu rn s o u t th a t a t th e c ritic a l sa m p lin g ra te , th e m e a su re d a m p litu d e o f th e sin u so id w ill b e
d e p e n d e n t u p o n th e re la tiv e p h a se b e tw e e n th e sin u so id a n d its sa m p lin g c lo ck . C e rta in ly
o n e c a n se e th a t if a sin u so id is sa m p le d o n its z e ro c ro ssin g s, th a t th e sa m p le s w ill a ll b e
id e n tic a lly z e ro , y ie ld in g n o in fo rm a tio n . If th e sa m e sin u so id is sa m p le d a t its e x tre m a , th e n
th e se q u e n c e ¢ ¢ ¢ ; ¡ 1 ; 1 ; ¡ 1 ; 1 ; ¡ 1 ; 1 ; ¢ ¢ ¢ w ill b e fo u n d , a ssu m in g th e sin u so id 's a m p litu d e is
o n e . T h e p ro b le m a d d re sse d h e re is to sh o w th a t w h e n th e a lte rn a tin g o n e s se q u e n c e is u se d
to re c o n stru c t a c o n tin u o u s sig n a l th a t th e p ro p e r sin u so id is in fa c t re c o n stitu te d .

F o r th e d e riv a tio n , th e sa m p le p e rio d is ta k e n a s o n e , so th e sa m p le fre q u e n c y is 2 ¼ T o
sta rt, th e te m p o ra l fu n c tio n is w ritte n in te rm s o f sin c fu n c tio n s.

1X
nx (t) = (¡ 1 ) sin c (t ¡ n ) (6 )

n = ¡ 1

N o w m o v e o v e r to th e fre q u e n c y d o m a in v ia F o u rie r tra n sfo rm a tio n .

Z 11 X
n ¡ j ! tX (! ) = (¡ 1 ) sin c (t ¡ n )e d t (7 )

¡ 1 n = ¡ 1

A n d sw a p th e o rd e r o f in te g ra tio n a n d su m m a tio n .

Z1 1X
n ¡ j ! tX (! ) = (¡ 1 ) sin c (t ¡ n )e d t (8 )

¡ 1n = ¡1

^M a k e a ch a n g e o f v a ria b le b y su b stitu tin g t = t + n .

Z1 1X ^n ¡ j ! (t+ n )^ ^X (! ) = (¡ 1 ) sin c (t)e d t (9 )
¡ 1n = ¡ 1

^F a c to r o u t th e n o n t d e p e n d e n t p o rtio n fro m th e in te g ra l.

Z1 1X ^n ¡ j ! n ¡ j ! t^ ^X (! ) = (¡ 1 ) e sin c (t)e d t (1 0 )
¡ 1n = ¡ 1
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^R e c o g n iz in g th e in te g ra l a s ju st th e F o u rie r tra n sfo rm o f sin c (t).

1X
n ¡ j ! nX (! ) = (¡ 1 ) e re c t(! ) (1 1 )

n = ¡ 1

j ¼S u b stitu tin g e fo r ¡ 1 a n d fa c to rin g o u t re c t(! ).

1X
j n ¼ ¡ j ! nX (! ) = re c t(! ) e e (1 2 )

n = ¡ 1

C o m b in e e x p o n e n tia ls.
1X

j n (¼ ¡ ! )X (! ) = re c t(! ) e (1 3 )
n = ¡ 1

T o re so lv e th e su m m a tio n , u se th e P o isso n S u m m a tio n fo rm u la . It is:

Z1 1 1X X
2 ¼ j n tf (n ) = e f (t) d t (1 4 )

¡ 1n = ¡ 1 n = ¡1

S u b stitu tin g e x p (j n (¼ ¡ ! )) fo r f (n ).

Z1 1 1X X
j n (¼ ¡ ! ) 2 ¼ j n t j t(¼ ¡ ! )e = e e d t (1 5 )

¡ 1n = ¡ 1 n = ¡ 1

C o m b in e e x p o n e n tia ls.

Z1 1 1X X
j n (¼ ¡ ! ) ¡ j (! ¡ (2 n + 1 )¼ ))te = e d t (1 6 )

¡ 1n = ¡ 1 n = ¡ 1

C o m p a re th is in te g ra l w ith th e d e ¯ n itio n o f th e D ira c d e lta fu n c tio n a n d e q u a te ! ¡ (2 n + 1 )¼

w ith k in th e d e ¯ n itio n .
Z 1 ¡ j (! ¡ (2 n + 1 )¼ ))te d t = 2 ¼ ± (! ¡ (2 n + 1 )¼ ) (1 7 )

¡ 1

T h e su m m a tio n is 1 1X X
j n (¼ ¡ ! )e = 2 ¼ ± (! ¡ (2 n + 1 )¼ ) (1 8 )

n = ¡ 1 n = ¡ 1

T h u s, th e su m m a tio n is se e n to p ro d u c e a se rie s o f D ira c d e lta fu n c tio n s o c c u rrin g a t o d d
m u ltip le s o f ¼ . S u b stitu te th e n e w su m m a tio n fo rm u la in to X (! ).

1X
X (! ) = re c t(! ) 2 ¼ ± (! ¡ (2 n + 1 )¼ ) (1 9 )

n = ¡ 1
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S in c e o n ly tw o o f th e d e lta fu n c tio n s c o in c id e w ith th e n o n z e ro p o rtio n o f th e re c t(! ) fu n c tio n ,
th e in ¯ n ite su m o n ly n e e d s tw o te rm s.

X (! ) = 2 ¼ re c t(! ) [± (! ¡ ¼ ) + ± (! + ¼ )] (2 0 )

C o n v e rt b a ck to th e tim e d o m a in v ia th e in v e rse F o u rie r tra n sfo rm .

Z 11 j ! tx (t) = 2 ¼ re c t(! ) [± (! ¡ ¼ ) + ± (! + ¼ )] e d ! (2 1 )
2 ¼ ¡ 1

P e rfo rm th e in te g ra tio n . I.e ., th e d e lta fu n c tio n s se rv e to sa m p le th e re st o f th e in te g ra n d .

³ ´1 j ¼ t ¡ j ¼ tx (t) = e + e (2 2 )
2

= c o s(¼ t) (2 3 )

T h u s, th e re su ltin g c o sin e fu n c tio n h a s a fre q u e n c y o f ¼ , w h ich is h a lf o f th e sa m p lin g ra te ,
a n d it h a s th e c o rre c t a m p litu d e .
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